
Russell L. Herman

A Second Course in Ordinary

Differential Equations:

Dynamical Systems and

Boundary Value Problems

Monograph

December 2, 2008





Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Review of the First Course . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 First Order Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2 Second Order Linear Differential Equations . . . . . . . . . . . 7
1.1.3 Constant Coefficient Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.4 Method of Undetermined Coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1.5 Cauchy-Euler Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Overview of the Course . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3 Appendix: Reduction of Order and Complex Roots . . . . . . . . . . 17
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2 Systems of Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Equilibrium Solutions and Nearby Behaviors . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.1 Polar Representation of Spirals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.3 Matrix Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.4 Eigenvalue Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.5 Solving Constant Coefficient Systems in 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.6 Examples of the Matrix Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.6.1 Planar Systems - Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.7 Theory of Homogeneous Constant Coefficient Systems . . . . . . . . 52
2.8 Nonhomogeneous Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.9 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.9.1 Spring-Mass Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.9.2 Electrical Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.9.3 Love Affairs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.9.4 Predator Prey Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.9.5 Mixture Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.9.6 Chemical Kinetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.9.7 Epidemics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

2.10 Appendix: Diagonalization and Linear Systems . . . . . . . . . . . . . . 77



VI Contents

Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3 Nonlinear Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
3.2 Autonomous First Order Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.3 Solution of the Logistic Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.4 Bifurcations for First Order Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
3.5 Nonlinear Pendulum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.5.1 In Search of Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.6 The Stability of Fixed Points in Nonlinear Systems . . . . . . . . . . 102
3.7 Nonlinear Population Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.8 Limit Cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.9 Nonautonomous Nonlinear Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.9.1 Maple Code for Phase Plane Plots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.10 Appendix: Period of the Nonlinear Pendulum . . . . . . . . . . . . . . . 124
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4 Boundary Value Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
4.2 Partial Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.2.1 Solving the Heat Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.3 Connections to Linear Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

4.3.1 Eigenfunction Expansions for PDEs . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
4.3.2 Eigenfunction Expansions for Nonhomogeneous ODEs . 140
4.3.3 Linear Vector Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5 Fourier Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.2 Fourier Trigonometric Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
5.3 Fourier Series Over Other Intervals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.3.1 Fourier Series on [a, b] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
5.4 Sine and Cosine Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
5.5 Appendix: The Gibbs Phenomenon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

6 Sturm-Liouville Eigenvalue Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
6.2 Properties of Sturm-Liouville Eigenvalue Problems . . . . . . . . . . . 189

6.2.1 Adjoint Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
6.2.2 Lagrange’s and Green’s Identities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
6.2.3 Orthogonality and Reality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
6.2.4 The Rayleigh Quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

6.3 The Eigenfunction Expansion Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
6.4 The Fredholm Alternative Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199



Contents VII

Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

7 Special Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
7.1 Classical Orthogonal Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
7.2 Legendre Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

7.2.1 The Rodrigues Formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
7.2.2 Three Term Recursion Formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
7.2.3 The Generating Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
7.2.4 Eigenfunction Expansions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

7.3 Gamma Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
7.4 Bessel Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
7.5 Hypergeometric Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
7.6 Appendix: The Binomial Expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

8 Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
8.1 The Method of Variation of Parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
8.2 Initial and Boundary Value Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . 243

8.2.1 Initial Value Green’s Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244
8.2.2 Boundary Value Green’s Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

8.3 Properties of Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
8.3.1 The Dirac Delta Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
8.3.2 Green’s Function Differential Equation . . . . . . . . . . . . . . . 259

8.4 Series Representations of Green’s Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268




